Quelques relations mathZmatiques

(Extrait de «Introduction a la cristallographie»)

Parametres cristallins et maille ZIZmentaire

Aujourd'hui, il est aisZ de reconstituer la maille ZIZmentaire de n'importe
quelle substance cristallisZe gr¥%.ce " la diffraction des rayons X. Trois aretes
concourantes de la maille dZterminent les directions des axes de
coordonnZes, et les longueurs relatives des aretes dZterminent les
parametres sur ceux-ci. On dZfinit les angles que font les arstes les unes sur
les autres et on exprime leurs longueurs en angstrim 1.

Avant l'avenement des rayons X, les axes de coordonnZes Ztaient
dZterminZs par les intersections de trois faces non parallsles d'un cristal,
choisies en raison de la symZtrie du parallZIZpipede qu'elles engendraient.
Le choix d'une troisisme face, oblique sur les prZcZdentes, servait *
dZterminer les paramstres sur ces axes. La symZtrie et l'indicement des faces
Ztaient basZs sur un parallZIZpipsde sans dimension, dZfini par les trois
angles que dZterminaient les arstes les unes sur les autres, et par les
longueurs relatives des unitZs sur chaque arste, I'unitZ de rZfZrence Ztant la
longueur de l'arste b. Ce parallZIZpipede imaginaire dZfinissait les
parametres du minZral. Ainsi, au cours du XIXe siecle, on a dZterminZ les
parametres de la plupart des especes minZrales. Aujourd'hui, on conna’t les
mailles ZIZmentaires de toutes les especes minZrales. Et si, parfois, les mailles
ZlZmentaires se sont rZvZlZes coencider avec les anciens parametres, bien
souvent on s'est apersu que ces derniers avaient ZtZ mal choisis. Abordons
plus en dZtail le probleme de la dZtermination des paramestres cristallins.

1 Rappelons qu’'un angstreem vaut un dix millioniéme de mm
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z Pour cela, examinons la figure
ci-contre : une face oblique
coupe les trois axes X, Y et Z, en
A, B et C. La normale ~ la face
dZtermine avec les axes de
coordonnZes les angles e, z et
h. La distance entre l'origine
des axes O et l'intersection de la
normale avec la face N est d.

Relations entre l'orientation d'une
face et les paramstres qu'elle
y dZtermine sur les axes de

) coordonnZes.
: i ¢
- b B y
d=0Acose, dou
Les relations trigonomZtriques sont : Ol = Cgs €

de méme nous trouvons:

OB= —%- ot OC= 2
cos { cos M

Les anglesg, T et n sont dZterminZs par la normale " face unitaire avec les
normales aux 3 faces choisies pour dZfinir les axes de coordonnZes. On
mesure ces angles ~ I'aide d'un goniometre.

Le modele le plus simple est le
goniometre d'application. Il est
constituZ d'un rapporteur muni d'une
rZglette tournant autour du centre. Sa
prZcision est faible et on ne peut
l'utiliser gu'avec des cristaux
relativement grands. Ce premier
modele a ZtZ rZalisZ en 1772 par le
franeais Carangeot.

Goniometre d'application
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Bien vite on a inventZ des appareils plus prZcis, basZs sur la rZflexion d'un
signal lumineux sur les faces du cristal. On utilise le fait que les cristaux ont
toujours un certain nombre de faces parallsles = une meme direction. Cet
ensemble de faces constitue une zone. La mesure consiste ~ faire tourner le
cristal autour de l'axe de zone et ~ noter les angles qui sZparent les
rZflexions successives correspondant ~ chaque face.

L illuminatear
EIXg

I“htﬂe

o)

criglal

Principe du goniométre optique.

Le calcul cristallographique
Reprenons l'exemple du cristal de

On recommence cette opZration pour
chaque zone. Les goniometre modernes
permettent de mesurer les angles entre les
faces avec une prZcision atteignant la
minute d'arc.

Aujourd'hui, la diffraction des rayons X a
completement supplantZ le calcul
cristallographique. Toutefois, les
goniometres sont encore utilisZs pour
orienter des cristaux avant de les disposer
sur certaines camZras de diffraction de
rayons X.

barytine dont nous avons mesurZ les
angles entre les normales ~ chaque
face et celles des faces a, b, et c, prise
comme triedre de rZfZrence. Les
rZsultats des mesures sont rZsumZ
dans le tableau-ci-dessous. A partir de
ces donnZes, nous avons calculZ le
parametres a/b et c/b au moyen des

Zquations dZveloppZes plus haut. On
remarque que les rapports les plus
frZquents sont 0.815 pour a/b et 1.313

pour c/b. En choisissant ces deux

X

valeurs comme parametres du cristal,
nous adoptons du meme coup la face

Cristal de barytine

z comme face unitaire. Sur le dessin du cristal, son dZveloppement appara’t
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aussi plus important que celui des faces r ou y.Paramstres calculZs pour
chacune des faces de la barytine

face e 4 n % 1 %

0 90° | 37°10'| 53°43'| e 1| :|1.3135
m | 39°11'|50°49'| 90° |0.8151| :| 1 00

x |22°10'|67°50'| 90° |0.4077| :| 1 00

I |68°04'| 90° |21°56'|2.6772| :| | :|1.0780
d |51°08'| 90° |38°52'|1.5936| :| | :|1.2844
u | 31°49'| 90° |58°11"| 1.1754| | | :| 1.8972
z |45°42'| 95717"| 64°19°| 0.8153| | 1 1.3138
r | 56°03'| 62°55'| 46°06'| 0.8152| :| 1| : | 0.6566
y |63°59'|44°21'| 57°01'| 1.6303 | :| 1| : | 1.3138

En choisissant les valeurs de 0.8153 et 1.3138 pour a/b et
pouvons indicer toutes les autres faces :

Indices des faces de la barytine

face a : b : c¢ indices
o |ew:1:1 11
m 1:1 00| 110
X 1:2: 00| 210
/ 4:00 ;1| 104
d |2:0: 1] 102
u 1:0: 1101
z 1:1: 1| 111
r 2:2:1| 112
y (2:1:1| 122

face z prise comme
plan unitaire.

paramétres du cristal :

0.8153 : 1 :1.3138

c/b, nous

Il est intZressant de voir ce qui se passe si, au lieu de z, nous choisissons
comme face unitaire r ou y. Les indices des autres faces changent et les
parametres changent aussi. Nous aurions alors les valeurs dZcrites dans le
tableau ci-dessous. Nous trouvons aussi des indices tres simples. une
incertitude subsiste : sommes nous szrs que cOest bien la face z quOil fallait
choisir ? Aucun critere purement gZomZtrique ne nous permet d'en dZcider.
Seule la recherche de la maille ZIZmentaire par les mZthodes
diffractomZtriques permet de lever cette indZtermination. Cette mZthode
nous rZvele que les arstes de la maille ZIZmentaire de la barytine ont pour
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longueurs 8.85, 5.43 et 7.13 «. On constate que c'Ztait y la meilleure face
unitaire !

Indices des faces de la barytine suivant le choix de la face unitaire

face | hkl face | hkl
0] 21 o 11
m | 110 m| 210
X | 210 | face unitaire choisie :r x | 410 | face unitaire choisie :y
I 1102 I {102
d | 10 1| paramétres obtenus : d | 101 | parametres obtenus :
u (201 ul20t
z |221 0.8153 :1 :0.6566 z | 211 1.6303 : 1 :1.3138
r 111 r 1212
y | 121 y | 111

Sur la projection stZrZographique, on a tracZ divers grands cercles passant
par plusieurs faces. Toutes les faces situZes sur un meme grand cercle
constituent une zone. Les faces (100), (101), (102), (104), (001), (104),
(102), (101), (100), constituent une zone. Les faces (110), (101), (112),
(011), (110) constituent une autre zone. La face (101) est commune aux
deux zones.

Projection stéréographique des pdles des faces de la barytine.
Seules les faces de I'hémisphéere supérieure du cristal ont été représentées.

Extrait de «Introduction a la cristallographie»



Les zones &,

Le dessin ci-contre montre, en g -
hachurZs, une zone, celle qui =
comprend les faces (122), (111), d [N o
(100), (111), (122), (011) etc... La NN
droite parallele ~ toutes ces faces est 7R B
l'axe de zone. On le dZsigne par le A N L
symbole [011]. Il est important de 4
retenir qu'il s'agit d'un symbole qu'il W N
ne faut pas confondre avec les indices P 4 Y
d'une face. Il est placZ entre & .
parentheses crochets. On peut trouver '1;/ %
le symbole de l'axe de zone ™ partir : G
des indices de deux faces de la zone &
en se servant de la regle des S
dZterminants. Soit deux faces

d'indices h1kily et hikil1, le symbole

de I'axe de zone [UVW] est :

Zone dZpbnie par les faces 0, y, a, z, et I'axe de zone correspondant.

hy | ky 14 hy¢ ki| I

x X x U=kylo - 11ko
ho | ko Io ho ko| Io V =11ho- hilo
[k1l2 - l1ko, I1h2 - h1lo, hik2 - k1ho] W = h1ko - k1h2

Si nous appliquons cette regle en prenant les faces (111) et (121), nous
obtenons :

1 2 2 1 2 1
[011] axe de zone
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On montre ici cet axe de zone Il
correspond ~ la grande diagonale
dZterminZe par le parallZIZpipsde
d'arites 0, 1 et 1. Dans le cas
prZsent, comme une des valeurs est
nulle, le parallZlZpipede se rZduit "
un rectangle. Remarquons que l'axe
de zone dZsignZ par [011] n'est pas
perpendiculaire = la face (001) !
Pour cette raison on parle de symbole
et non d'indice. RZciproquement,
Ztant donnZ les symboles de deux
axes de zone, on obtient la notation de
la face commune, au moyen de la regle des dZterminants. Par exemple, la face
commune aux deux zones [011] et [001] (ensemble des faces verticales) est :

0 1 1 o 1 1

0 o 1 0 0 1

[100] face commune aux deux zones

La face (100) est bien commune aux deux zones. Remarquons que le symbole
de zone [011] peut aussi s'Zcrire [011]. En utilisant ce dernier symbole dans le
dZterminant on aurait obtenu alors la face (100), visible sur le dessin.

Lol de Weiss

Cette loi sert ~ vZrifier qu'une face fait bien partie d'une zone. Elle
s'exprime de la maniere suivante :

une face (hkl) appartient a une zone [UVW] si la relation suivante est satisfaite :
Uh+Vk+WI=0

En corollaire ~ ces diverses regles, appara’t une autre loi qui s'Znonce ainsi :

en additionnant terme a terme les indices de deux faces d'une méme zone, on obtient
les indices d'une troisieme face de cette méme zone, située entre les deux premieres.

Prenons les faces z (111) et o (011), nous obtenons une troisisme face
((1+0) (1+1) (1+1)) soit les indices de la face y (122).
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