
Quelques relations mathŽmatiques
(Extrait de «Introduction à la cristallographie»)

Param•tres cristallins et maille ŽlŽmentaire
Aujourd'hui, il est aisŽ de reconstituer la maille ŽlŽmentaire de n'importe 

quelle substance cristallisŽe gr‰ce ˆ la diffraction des rayons X. Trois ar•tes 
concourantes de la maille dŽterminent les directions des axes de 
coordonnŽes, et les longueurs relatives des ar•tes dŽterminent les 
param•tres sur ceux-ci. On dŽfinit les angles que font les ar•tes les unes sur 
les autres et on exprime leurs longueurs en angstrÏm 1.

 Avant l'av•nement des rayons X, les axes de coordonnŽes Žtaient 
dŽterminŽs par les intersections de trois faces non parall•les d'un cristal, 
choisies en raison de la symŽtrie du parallŽlŽpip•de qu'elles engendraient. 
Le choix d'une troisi•me face, oblique sur les prŽcŽdentes, servait ˆ 
dŽterminer les param•tres sur ces axes. La symŽtrie et l'indicement des faces 
Žtaient basŽs sur un parallŽlŽpip•de sans dimension, dŽfini par les trois 
angles que dŽterminaient les ar•tes les unes sur les autres, et par les 
longueurs relatives des unitŽs sur chaque ar•te, l'unitŽ de rŽfŽrence Žtant la 
longueur de l'ar•te b. Ce parallŽlŽpip•de imaginaire dŽfinissait les 
param•tres du minŽral. Ainsi, au cours du XIXe si•cle, on a dŽterminŽ les 
param•tres de la plupart des esp•ces minŽrales. Aujourd'hui, on conna”t les 
mailles ŽlŽmentaires de toutes les esp•ces minŽrales. Et si, parfois, les mailles 
ŽlŽmentaires se sont rŽvŽlŽes co•ncider avec les anciens param•tres, bien 
souvent on s'est aper•u que ces derniers avaient ŽtŽ mal choisis. Abordons 
plus en dŽtail le probl•me de la dŽtermination des param•tres cristallins. 
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1 Rappelons qu’un angstrœm vaut un dix millionième de mm



Pour cela, examinons la figure 
ci-contre : une face oblique 
coupe les trois axes X, Y et Z,  en 
A, B et C. La normale ˆ la face 
dŽtermine avec les axes de 
coordonnŽes les angles e, z et  
h. La distance entre l'origine 
des axes O et l'intersection de la 
normale avec la face N est d. 

Relations entre l'orientation d'une 
face et les param•tres qu'elle 
dŽtermine sur les axes de 
coordonnŽes.

Les relations trigonomŽtriques sont  :

Les angles ε, ζ  et η sont dŽterminŽs par la normale ˆ face unitaire avec les 
normales aux 3 faces choisies pour dŽfinir les axes de coordonnŽes. On 
mesure ces angles ˆ l'aide d'un goniom•tre.  

Le mod•le le plus simple est  le 
goniom•tre d'application. Il est 
constituŽ d'un rapporteur muni d'une 
rŽglette tournant autour du centre. Sa 
prŽcision est faible et on ne peut 
l ' u t i l i se r qu 'avec des c r i s taux 
relativement grands. Ce premier 
mod•le a ŽtŽ rŽalisŽ en 1772 par le 
fran•ais Carangeot.

Goniom•tre d'application
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Bien vite on a inventŽ des appareils plus prŽcis, basŽs sur la rŽflexion d'un 
signal lumineux sur les faces du cristal. On utilise le fait que les cristaux ont 
toujours un certain nombre de faces parall•les ˆ une m•me direction.  Cet 
ensemble de faces constitue une zone. La mesure consiste ˆ faire tourner le 
cristal autour de l'axe de zone et ˆ noter les angles qui sŽparent les 
rŽflexions successives correspondant ˆ chaque face. 

On recommence cette opŽration pour 
chaque zone. Les goniom•tre modernes 
permettent de mesurer les angles entre les 
faces avec une prŽcision atteignant la 
minute d'arc. 

Aujourd'hui, la diffraction des rayons X a 
compl• tement supplantŽ le ca lcu l 
c r i s ta l l og raph ique . Tou te fo i s , l es 
goniom•tres sont encore utilisŽs pour 
orienter des cristaux avant de les disposer 
sur certaines camŽras de diffraction de 
rayons X.

Principe du goniomètre optique.

Le calcul cristallographique
Reprenons l'exemple du cristal de 

barytine dont nous avons mesurŽ les 
angles entre les normales  ̂ chaque 
face et celles des faces a, b, et c, prises 
comme tri•dre de rŽfŽrence. Les 
rŽsultats des mesures sont rŽsumŽs 
dans le tableau-ci-dessous. A partir de 
ces donnŽes, nous avons calculŽ les 
param•tres a/b et c/b au moyen des 
Žquations dŽveloppŽes plus haut. On 
remarque que les rapports  les plus 
frŽquents sont 0.815 pour a/b et 1.313 
pour c/b. En choisissant ces deux 

valeurs comme param•tres du cristal,  
nous adoptons du m•me coup la face 
z comme face unitaire. Sur le dessin du cristal, son dŽveloppement appara”t 

Cristal de barytine
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aussi plus important que celui des faces r ou y.Param•tres calculŽs pour 
chacune des faces de la barytine

face ε ζ η  a 
 b  : 1  :   c 

 b
o 90° 37° 10' 53° 43' ∞  : 1  : 1.3135
m 39° 11' 50° 49' 90° 0.8151  : 1  : ∞
x 22° 10' 67° 50' 90° 0.4077  : 1  : ∞
l 68° 04' 90° 21° 56' 2.6772  : ∞  : 1.0780
d 51° 08' 90° 38° 52' 1.5936  : ∞  : 1.2844
u 31° 49' 90° 58° 11' 1.1754  : ∞  : 1.8972
z 45° 42' 55°17'  

17''
64°19ʼ 0.8153  : 1  : 1.3138

r 56° 03' 62° 55' 46° 06' 0.8152  : 1  : 0.6566
y 63° 59' 44° 21' 57° 01' 1.6303  : 1  : 1.3138

En choisissant les valeurs de 0.8153 et 1.3138 pour a/b et c/b, nous 
pouvons indicer toutes les autres faces :

Indices des faces de la barytineIndices des faces de la barytineIndices des faces de la barytineIndices des faces de la barytineIndices des faces de la barytineIndices des faces de la barytineIndices des faces de la barytineIndices des faces de la barytineIndices des faces de la barytine

face a  : b  : c indices

face z  prise comme
plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138

o ∞  : 1  : 1 1 1

face z  prise comme
plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138

m 1 : 1  : ∞ 1 1 0
face z  prise comme

plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138

x 1 : 2  : ∞ 2 1 0 face z  prise comme
plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138

l 4 : ∞  : 1 1 0 4

face z  prise comme
plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138

d 2 : ∞  : 1 1 0 2

face z  prise comme
plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138u 1 : ∞  : 1 1 0 1

face z  prise comme
plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138
z 1 : 1  : 1 1 1 1

face z  prise comme
plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138

r 2 : 2  : 1 1 1 2

face z  prise comme
plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138

y 2 : 1  : 1 1 2 2

face z  prise comme
plan unitaire.

paramètres du cristal :

    0.8153 :  1 :  1.3138

Il est intŽressant de voir ce qui se passe si, au lieu de z, nous choisissons 
comme face unitaire r ou y. Les indices des autres faces changent et les 
param•tres changent aussi. Nous aurions alors les valeurs dŽcrites dans le 
tableau ci-dessous. Nous trouvons aussi des indices tr•s simples. une 
incertitude subsiste : sommes nous sžrs que cÕest bien la face z quÕil fallait 
choisir ? Aucun crit•re purement gŽomŽtrique ne nous permet d'en dŽcider. 
Seule la recherche de la maille ŽlŽmentaire par les mŽthodes 
diffractomŽtriques permet de lever cette indŽtermination. Cette mŽthode 
nous rŽv•le que les ar•tes de la maille ŽlŽmentaire de la barytine ont pour 
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longueurs 8.85, 5.43 et 7.13 •. On constate que c'Žtait y  la meilleure face 
unitaire !

Indices des faces de la barytine suivant le choix de la face unitaireIndices des faces de la barytine suivant le choix de la face unitaireIndices des faces de la barytine suivant le choix de la face unitaireIndices des faces de la barytine suivant le choix de la face unitaireIndices des faces de la barytine suivant le choix de la face unitaireIndices des faces de la barytine suivant le choix de la face unitaireIndices des faces de la barytine suivant le choix de la face unitaire
face h k l face h k l

o 2 1 o 1 1
m 1 1 0 m 2 1 0
x 2 1 0 face unitaire choisie  : r x 4 1 0 face unitaire choisie  : y
l 1 0 2 l 1 0 2
d 1 0 1 paramètres obtenus : d 1 0 1 paramètres obtenus :
u 2 0 1 u 2 0 1
z 2 2 1 0.8153  : 1  : 0.6566 z 2 1 1 1.6303  : 1  : 1.3138
r 1 1 1 r 2 1 2
y 1 2 1 y 1 1 1

Sur la projection stŽrŽographique, on a tracŽ divers grands cercles passant 
par plusieurs faces. Toutes les faces situŽes sur un m•me grand cercle 
constituent une zone. Les faces (100), (101), (102), (104), (001), (104), 
(102), (101), (100), constituent une zone. Les faces (110), (101), (112), 
(011), (110) constituent une autre zone. La face (101) est commune aux 
deux zones.

 Projection stéréographique des pôles des faces de la barytine.  
Seules les faces de l'hémisphère supérieure du cristal ont été représentées.
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Les zones
Le dessin ci-contre montre, en 

hachurŽs, une zone, cel le qui 
comprend les faces (122), (111), 
(100), (111), (122), (011) etc... La 
droite parall•le ˆ toutes ces faces est 
l'axe de zone. On le dŽsigne par le 
symbole [011]. Il est important de 
retenir qu'il s'agit d'un symbole qu'il 
ne faut pas confondre avec les indices 
d'une face. I l est placŽ entre 
parenth•ses crochets. On peut trouver 
le symbole de l'axe de zone ˆ partir 
des indices de deux faces de la zone 
en se servant de la r•gle des 
dŽterminants. Soi t deux faces 
d'indices h 1k1l1 et h1k1l1, le symbole 
de l'axe de zone [UVW] est :

Zone dŽÞnie par les faces o, y, a, z, et l'axe de zone correspondant.

h1 k1
×

l1
×

h1
×

k1 l1
U = k1l2 - l1k2 

h2 k2 l2 h2 k2 l2 V = l1h2- h1l2
[k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2][k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2][k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2][k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2][k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2][k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2][k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2][k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2][k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2][k1l2 - l1k2, l1h2 - h1l2, h1k2 - k1h2] W = h1k2 - k1h2W = h1k2 - k1h2

Si nous appliquons cette r•gle en prenant les faces (111) et (121), nous 
obtenons :

1 1
×

1
×

1
×

1 1

1 2 2 1 2 1
   [ 0 1 1 ]   axe de zone   [ 0 1 1 ]   axe de zone   [ 0 1 1 ]   axe de zone   [ 0 1 1 ]   axe de zone   [ 0 1 1 ]   axe de zone   [ 0 1 1 ]   axe de zone   [ 0 1 1 ]   axe de zone   [ 0 1 1 ]   axe de zone   [ 0 1 1 ]   axe de zone   [ 0 1 1 ]   axe de zone
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On montre ici cet axe de zone. Il 
correspond ˆ la grande diagonale 
dŽterminŽe par le parallŽlŽpip•de 
d'ar•tes 0, 1 et 1. Dans le cas 
prŽsent, comme une des valeurs est 
nulle, le parallŽlŽpip•de se rŽduit ˆ 
un rectangle. Remarquons que l'axe 
de zone dŽsignŽ par [011] n'est pas 
perpendiculaire ˆ la face (001) ! 
Pour cette raison on parle de symbole 
et non d'indice. RŽciproquement, 
Žtant donnŽ les symboles de deux 

axes de zone, on obtient la notation de 
la face commune, au moyen de la r•gle des dŽterminants. Par exemple, la face 
commune aux deux zones [011] et [001] (ensemble des faces verticales) est : 

0 1
×

1
×

0
×

1 1

0 0 1 0 0 1

[ 1 0 0 ] [ 1 0 0 ] [ 1 0 0 ] [ 1 0 0 ] [ 1 0 0 ] [ 1 0 0 ]   face commune aux deux zones  face commune aux deux zones  face commune aux deux zones  face commune aux deux zones

La face (100) est bien commune aux deux zones. Remarquons que le symbole 
de zone [011] peut aussi s'Žcrire [011]. En utilisant ce dernier symbole dans le 
dŽterminant on aurait obtenu alors la face (100), visible sur le dessin.

Loi de Weiss
Cette loi sert ˆ vŽrifier qu'une face fait  bien partie d'une zone. Elle 

s'exprime de la mani•re suivante  :

une face (hkl) appartient à une zone [UVW] si la relation suivante est satisfaite  :
Uh + Vk + Wl = 0

En corollaire ˆ ces diverses r•gles, appara”t une autre loi qui s'Žnonce ainsi  :

en additionnant terme à terme les indices de deux faces d'une même zone, on obtient 
les indices d'une troisième face de cette même zone, située entre les deux premières.

Prenons les faces z (111) et o (011), nous obtenons une troisi•me face 
((1+0) (1+1) (1+1)) soit les indices de la face y (122).
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